
3. DiadikasÐec Ananèwshc kai Ourèc

3.1. DiadikasÐec Ananèwshc

Orismìc 3.34. Mia diadikasÐa ananèwshc (renewal process) N = {N(t) : t ≥ 0} eÐnai mia sto-
qastik  diadikasÐa suneqoÔc qrìnou tètoia ¸ste

N(t) = max{n : Tn ≤ t},
ìpou T0 = 0, Tn = X1 +X2 + . . .+Xn, gia n ≥ 1, kai {Xi} eÐnai mia akoloujÐa anex�rthtwn kai ìmoia
katanemhmènwn tuqaÐwn metablht¸n, pou paÐrnoun mh arnhtikèc timèc.

Sun jwc, autì pou katalabaÐnoume me mia diadikasÐa ananèwshc eÐnai ìti oi tuqaÐec metablhtèc N(t)
anaparistoÔn to pl joc twn for¸n, stic opoÐec sumbaÐnei k�poio epanalambanìmeno gegonìc kat�
th di�rkeia tou qronikoÔ diast matoc [0, t], ìpwc, p.q., to pl joc afÐxewn   �llwn qarakthristik¸n
sumb�ntwn. Me thn ènnoia aut , ja onom�zoume to Tn “qrìno thc n-ost c �fixhc” kai to Xn “n-ostì
qronikì di�sthma metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn”.

Parat rhsh 3.7. Gia ton orismì miac diadikasÐac ananèwshc arkeÐ na dÐnetai apl¸c mia stoqastik 
diadikasÐa suneqoÔc qrìnou N = {N(t)} (pou paÐrnei akèraiec mh arnhtikèc timèc kai eÐnai mh fjÐ-
nousa), apì thn opoÐa mporeÐ na orisjoÔn h akoloujÐa Tn twn qrìnwn twn afÐxewn kai h akoloujÐa
Xn twn qronik¸n diasthm�twn metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn wc ex c:

Tn = inf{t : N(t) = n}, Xn = Tn − Tn−1,

ètsi ¸ste h {Xn} na eÐnai mia akoloujÐa anex�rthtwn kai ìmoia katanemhmènwn tuqaÐwn metablht¸n
(mh arnhtik¸n tim¸n).

Je¸rhma 3.23. K�je diadikasÐa Poisson eÐnai mia diadikasÐa ananèwshc. Epiplèon, h diadikasÐa
Poisson eÐnai h monadik  diadikasÐa ananèwshc, pou eÐnai alusÐda Markov.

Orismìc 3.35. H sun�rthsh ananèwshc m(t) orÐzetai san h mèsh tim  tou N(t), dhlad ,

m(t) = E(N(t)).

Je¸rhma 3.24. An µ = E(X1) < ∞, tìte

1
t

N(t) σ.σ.−→ 1
µ

, kaj¸c t →∞,

Parap�nw, “σ.σ.” shmaÐnei “sqedìn sÐgoura”, dhlad , ìti h pijanìthta na sumbeÐ k�poio gegonìc (ed¸,
h sÔgklish tou parap�nw orÐou) eÐnai 1.

Je¸rhma 3.25. An µ = E(X1) < ∞, tìte

1
t

m(t) → 1
µ

, kaj¸c t →∞.

Ac upojèsoume t¸ra ìti th qronik  stigm  t arqÐzoume na parathroÔme mia diadikasÐa ananèwshc N .
Wc tìte èqoun  dh l�bei q¸ra N(t) sumb�nta, ac poÔme, afÐxeic, kai h akrib¸c epìmenh �fixh ja eÐnai
h (N(t)+1)-ost . Me �lla lìgia, o qrìnoc t an kei sto tuqaÐo di�sthma It = [TN(t), TN(t)+1). Tìte,
èqei meg�lo endiafèron na mporoÔme na prosdiorÐsoume tic ex c treic tuqaÐec metablhtèc:

(i) O upìloipoc qrìnoc zw c sto t tou It: E(t) = TN(t)+1 − t.

(ii) O par¸n qrìnoc zw c sto t tou It: C(t) = t− TN(t).

(iii) O sunolikìc qrìnoc zw c sto t tou It: D(t) = E(t) + C(t) = XN(t)+1.
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3.2. DiadikasÐec Ananèwshc-Amoib c kai to Je¸rhma tou Little

'Estw h diadikasÐa ananèwshc N = N(t) orismènh wc N(t) = sup{n : Tn ≤ t}, ìpou
Tn = X1 + X2 + . . . + Xn. JewroÔme tìte ta zeug�ria {(Xi, Ri) : i ≥ 1} twn anex�rthtwn
kai ìmoia katanemhmènwn tuqaÐwn metablht¸n Xi kai Ri me Xi ≥ 0 (all� metaxÔ touc oi tuqaÐec
metablhtèc Xi kai Ri den upotÐjetai ìti eÐnai anex�rthtec). H tuqaÐa metablht  Xi eÐnai o qrìnoc
metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn thc diadikasÐac ananèwshc N kai h tuqaÐa metablht  Ri jewreÐtai
ìti eÐnai k�poia ‘amoib ,’ pou aponèmetai metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn thc N . Bèbaia, h amoib  ja
mporoÔse na  tan arnhtik , opìte ja th jewroÔsame san ‘kìstoc’.

OrÐzoume th diadikasÐa sunolik c amoib c C = C(t) wc

C(t) =
N(t)∑
i=1

Ri

kai th sun�rthsh amoib c c(t) wc th mèsh tim  thc C(t), dhlad ,

c(t) = E(C(t)).

Se ì,ti akoloujeÐ sthn par�grafo aut , ja sumbolÐzoume X = X1 kai R = R1.

Je¸rhma 3.26. (Je¸rhma Ananèwshc-Amoib c.) An 0 < E(X) < ∞ kai E(|R|) < ∞,
tìte

C(t)
t

σ.σ.−→ E(R)
E(X)

, kaj¸c t →∞,

c(t)
t
−→ E(R)

E(X)
, kaj¸c t →∞.

Ja efarmìsoume, sth sunèqeia, to je¸rhma ananèwshc-amoib c gia èna sÔsthma our�c anamon c.
Parìti ja asqolhjoÔme leptomerèstera me diadikasÐec our¸n sthn epìmenh par�grafo, ac poÔme ed¸
ìti me mia “our� anamon c kai exuphrèthshc” ennooÔme èna sÔsthma, sto opoÐo oi pel�tec fj�noun
ènac-ènac mprost� se mia mon�da ( , genik¸c, perissìterec) exuphrèthshc gia na exuphrethjoÔn me
th seir�. O n-ostìc pel�thc dapan� èna qrìno anamon c sto sÔsthma (sumperilambanomènou kai tou
qrìnou exuphrèthshc) kai met� anaqwreÐ.

Upojètoume ìti up�rqei sqedìn sÐgoura (dhlad , me pijanìthta 1) ènac peperasmènoc (tuqaÐoc)
qrìnoc T > 0, o opoÐoc onom�zetai qrìnoc anagènnhshc kai eÐnai tètoioc ¸ste h diadikasÐa, pou
arqÐzei to qrìno T , na èqei thn Ðdia katanom  me thn antÐstoiqh diadikasÐa, pou arqÐzei to qrìno 0.
Epiplèon, upojètoume ìti o arijmìc twn pelat¸n sto sÔsthma Q(t) to qrìno t eÐnai tètoioc ¸ste
Q(0) = Q(T ) = 0. Me �lla lìgia, up�rqei mia akoloujÐa qrìnwn 0 = T0 < T1 < T2 < . . . , k�je ènac
apì touc opoÐouc eÐnai qrìnoc anagènnhshc thc diadikasÐac, ètsi ¸ste ta qronik� diast mata metaxÔ
duo diadoqik¸n qrìnwn anagènnhshc Xi = Ti − Ti−1 na eÐnai anex�rthta kai ìmoia katanemhmèna. Me
�lla lìgia, h our�, pou exet�zoume, eÐnai h diadikasÐa ananèwshc twn parap�nw qrìnwn anagènnhshc.

Ta qronik� diast mata [Ti−1, Ti) sun jwc onom�zontai kÔkloi aut c thc diadikasÐac. ParathroÔme
ìti h stoqastik  diadikasÐa Pi = {Q(t) : Ti−1 ≤ t < Ti}, i ≥ 1, apoteleÐtai apì anex�rthtec kai
ìmoia katanemhmènec tuqaÐec metablhtèc. Gr�foume Ni gia ton arijmì twn pelat¸n, pou fj�noun
kat� th di�rkeia tou kÔklou [Ti−1, Ti), kai sumbolÐzoume N = N1, T = T1. Epiplèon, upojètoume ìti
ta shmeÐa anagènnhshc epilègontai ètsi ¸ste Ni > 0, gia k�je i. Tèloc, upojètoume ìti
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E(T ) < ∞, E(N) < ∞, E(NT ) < ∞.

Efarmìzontac to je¸rhma ananèwshc-amoib c treic forèc, katal goume sta ex c apotelèsmata:

(A) JewroÔme th diadikasÐa ananèwshc-amoib c me qrìnouc afÐxewn T0, T1, T2, . . . , sthn opoÐan amoib 
sto qronikì di�sthma metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn Xi = Ti − Ti−1 orÐzetai wc:

Ri =
∫ Ti

Ti−1

Q(u) du.

Oi Ri èqoun thn Ðdian katanom  me thn R = R1 =
∫ T
0 Q(u) du. Epiplèon, Q(u) ≤ N , ìtan 0 ≤ u ≤ T ,

kai, �ra, E(R) ≤ E(NT ) < ∞. Epomènwc, apì to je¸rhma ananèwshc-amoib c paÐrnoume:

1
t

∫ t

0
Q(u) du

σ.σ.−→ E(R)
E(T )

, kaj¸c t →∞.

O lìgoc E(R)/E(T ) onom�zetai asumptwtikì mèso m koc our�c kai sumbolÐzetai me L.

(B) JewroÔme sth sunèqeia mia deÔterh diadikasÐa ananèwshc-amoib c me qrìnouc afÐxewn
T0, T1, T2, . . . , sthn opoÐan h amoib  sto qronikì di�sthma metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn orÐze-
tai t¸ra na eÐnai Ðsh me ton arijmì Ni twn pelat¸n, pou fj�noun kat� th di�rkeia tou antÐstoiqou
kÔklou. P�li apì to je¸rhma ananèwshc-amoib c paÐrnoume:

N(t)
t

σ.σ.−→ E(N)
E(T )

, kaj¸c t →∞.

O lìgoc E(N)/E(T ) onom�zetai asumptwtikìc rujmìc afÐxewn kai sumbolÐzetai me λ.

(C) Tèloc, jewroÔme th diadikasÐa ananèwshc-amoib c me qronik� diast mata metaxÔ duo diadoqik¸n
qrìnwn afÐxewn N1, N2, . . . , sthn opoÐan h amoib  Si sto di�sthma Ni metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn
orÐzetai Ðsh me to �jroisma twn qrìnwn anamon c twn pelat¸n, pou fj�noun kat� th di�rkeia tou
i-ostoÔ kÔklou thc our�c. P�li apì to je¸rhma ananèwshc-amoib c paÐrnoume:

1
n

n∑
i=1

Vi
σ.σ.−→ E(S)

E(N)
, kaj¸c t →∞.

O lìgoc E(S)/E(N) onom�zetai asumptwtikìc mèsoc qrìnoc anamon c kai sumbolÐzetai me W .

Je¸rhma 3.27. (To Je¸rhma tou Little.) Gia k�je diadikasÐa ananèwshc-amoib c, èqoume

L = λW.

3.3. DiadikasÐec Our¸n Anamon c kai Exuphrèthshc

Sth sunèqeia, ja exet�soume tic diadikasÐec our¸n anamon c san diadikasÐec ananèwshc. Gia to
skopì autì, upojètoume ìti oi pel�tec fj�noun se èna stajmì exuphrèthshc, ston opoÐo leitourgeÐ
k�poio sugkekrimèno pl joc mon�dwn (  susthm�twn) exuphrèthshc, gia k�poio kajorismèno skopì,
an�loga me thn efarmog , pou melet�me. Epeid , ìtan fj�sei k�poioc pel�thc, eÐnai pijanì ìlec oi
mon�dec exuphrèthshc na eÐnai kateilhmmènec apì �llouc pel�tec, gia autì, mporeÐ oi pel�tec pou
fj�noun sto stajmì exuphrèthshc na prèpei na perimènoun gia k�poio qronikì di�sthma mèqric ìtou
na adei�sei mia mon�da exuphrèthshc kai met� aut� na exuphrethjoÔn (ektìc an, ìtan ìlec oi mon�dec
exuphrèthshc eÐnai kateilhmmènec, oi pel�tec eÐnai upoqrewmènoi na fÔgoun). Genik¸c p�ntwc, ìtan
èrjei h seir� tou, ènac pel�thc exuphreteÐtai apì to sÔsthma kai amèswc met� feÔgei.
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Gia na perigr�youme èna tètoio sÔsthma epakrib¸c, prèpei pr¸ta na èqoume perissìterec plhro-
forÐec gia to p¸c gÐnontai k�poiec leptomèreiec thc diadikasÐac aut c. Gia par�deigma, qrei�zetai na
gnwrÐzoume tètoia zht mata, ìpwc p¸c akrib¸c eisèrqontai sto sÔsthma oi pel�tec, me poia seir�
exuphretoÔntai kai pìso diarkeÐ h perÐodoc thc exuphrèths c touc. K�poiec genikèc apant seic sta
zht mata aut� dÐnontai me tic parak�tw dieukrinÐseic:

(i) O arijmìc N(t) twn pelat¸n, pou èqoun eisèljei sto sÔsthma mèqri to qrìno t, apoteleÐ mia
diadikasÐa ananèwshc. Dhlad , an Tn eÐnai o qrìnoc �fixhc tou n-ostoÔ pel�th (me th sÔmbash
ìti T0 = 0), tìte ta qronik� diast mata metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn Xn = Tn − Tn−1

sqhmatÐzoun mia anex�rthta kai ìmoia katanemhmènh stoqastik  diadikasÐa.

(ii) Oi teleutaÐa afikniìmenoi pel�tec eisèrqontai sto tèloc thc our�c anamon c, dhlad , h ex-
uphrèthsh twn pelat¸n akoloujeÐ ton kanìna: “autìc pou fj�nei pr¸toc, exuphreteÐtai kai
pr¸toc” (sta agglik� “First In, First Out ”). Me thn ènnoia (epeid  mporeÐ na up�rqoun
perissìterec thc miac mon�dec exuphrèthshc) ìti up�rqei mia monadik  our� anomon c kai, ìtan
mia mon�da exuphrèthshc af netai eleÔjerh, tìte o pr¸toc sthn our� (seir�) pel�thc phgaÐnei
ekeÐ gia na exuphrethjeÐ.

(iii) SumbolÐzontac me Sn to qrìno exuphrèthshc tou n-ostoÔ pel�th, upojètoume ìti oi qrìnoi
exuphrèthshc Sn eÐnai anex�rthtec kai ìmoia katanemhmènec tuqaÐec metablhtèc, oi opoÐec den
exart¸ntai apì to qrìno �fixhc twn pelat¸n. Akìmh, èstw Vn o sunolikìc qrìnoc anamon c
sto sÔsthma tou n-ostoÔ pel�th (sumperilambanomènou tou qrìnou exuphrèthshc Sn).

'Estw arijmìc Q(t) twn pelat¸n sto sÔsthma to qrìno t (sumperilambanomènwn ki ekeÐnwn pou
exuphretoÔntai tìte). 'Eqei idiaÐtero endiafèron h tim  tou orÐou tou Q(t), kaj¸c t →∞. Profan¸c,
den eÐnai epijumhtèc diadikasÐec, gia tic opoÐec limt→∞Q(t) = ∞. 'Etsi, mia our� onom�zetai
eustaj c, an up�rqei to ìrio limt→∞Q(t), kai diaforetik� astaj c.

SumbolÐzontac me E(S) th mèsh tim  thc stoqastik c diadikasÐac twn qrìnwn exuphrèthshc Sn kai
me E(X) th mèsh tim  thc stoqastik c diadikasÐac twn qronik¸n diasthm�twn metaxÔ duo diadoqik¸n
afÐxewn Xn, orÐzoume thn èntash ρ thc kukloforÐac thc our�c san ton ex c lìgo:

ρ =
E(S)
E(X)

.

Je¸rhma 3.28. 'Estw Q = {Q(t) : t ≥ 0} mia our� se èna sÔsthma me monadik  mon�da ex-
uphrèthshc. 'Estw ρ h èntash kukloforÐac thc our�c aut c.

(i) An ρ < 1, tìte h our� Q eÐnai eustaj c.

(ii) An ρ > 1, tìte h our� Q eÐnai astaj c.

(iii) An ρ = 1 kai toul�qiston mia apì tic Sn kai Xn èqei austhr� jetik  metablhtìthta, tìte h
our� Q eÐnai astaj c.

3.4. Sumbolismìc Our¸n

SunoyÐzontac ta prohgoÔmena, mporoÔme na poÔme ìti se k�je our� antistoiqoÔn duo akoloujÐec
anex�rthtwn kai ìmoia katanemhmènwn tuqaÐwn metablht¸n: h akoloujÐa {Xn : n ≥ 1} twn qronik¸n
diasthm�twn metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn twn pelat¸n me koin  sun�rthsh katanom c FX kai
h akoloujÐa {Sn : n ≥ 1} twn qrìnwn exuphrèthshc twn pelat¸n me koin  sun�rthsh katanom c
FS . Upojètoume ìti oi afÐxeic twn pelat¸n gÐnontai ìpwc stic diadikasÐec ananèwshc, dhlad ,
gnwrÐzoume ta qronik� diast mata Xn metaxÔ duo diadoqik¸n afÐxewn, opìte o n-ostìc pel�thc
xèroume ìti fj�nei to qrìno Tn = X1 + X2 + . . . + Xn. K�je afikniìmenoc pel�thc stèketai
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sth monadik  our� exuphrèthshc, ìpou mprost� tou brÐskontai ìloi oi pel�tec pou èqoun  dh
fj�sei prin apì autìn kai perimènoun na exuphrethjoÔn apì ton pr¸to exuphretht  (server), pou
ja eÐnai diajèsimoc. 'Otan èrjei h seir� tou n-ostoÔ pel�th na exuphrethjeÐ, dhlad , ìtan autìc
brÐsketai sthn kefal  thc our�c kai sugqrìnwc adei�zei k�poioc exuphretht c, o n-ostìc pel�thc ja
exuphrethjeÐ mèsa sto qronikì di�sthma Sn kai amèswc met� ja fÔgei apì to sÔsthma. SumbolÐzoume
me Q(t) ton arijmì twn pelat¸n, pou brÐskontai sthn our� thc anamon c exuphrèthshc to qrìno t
(sumperilambanomènwn ki ekeÐnwn pou exuphretoÔntai to qrìno t), kai, fusik�, èqoume Q(0) = 0.
Profan¸c, h Q = {Q(t) : t ≥ 0} eÐnai mia stoqastik  diadikasÐa, thc opoÐac oi katanomèc exart¸ntai
apì tic sunart seic katanom¸n FX kai FS . Epomènwc, di�fora zht mata, pou mac endiafèroun na
katano soume (ìpwc, p.q., an h Q eÐnai   ìqi diadikasÐa Markov, poia eÐnai h asumptwtik  sumperifor�
thc Q(t), kaj¸c t →∞, k.o.k.) exart¸ntai apì ton epakrib  kajorismì twn sunart sewn katanom¸n
FX kai FS .

'Etsi, gia na perigrafeÐ epakrib¸c mia our�, qrhsimopoioÔme to sumbolismì A/B/s, pou eis qhjke
apì ton D. Kendall, ìpou to A kajorÐzei thn FX , to B thn FS kai to s ton arijmì twn mon�dwn
exuphrèthshc (exuphretht¸n) tou sust matoc. Tupikèc peript¸seic gia ta A kai B eÐnai:

D(d) ≡ katanom  sqedìn sÐgoura sugkentrwmènh sthn tim  d (D apì to ‘nteterministik  ’),
M(λ) ≡ ekjetik  katanom  me par�metro λ (M apì to ‘Markobian  ’),

Γ(λ, k) ≡ katanom  g�mma me paramètrouc λ kai k,
G ≡ k�poia genik  katanom , stajer  all� mh kajorismènh.

Anaforik� t¸ra me ton epakrib  trìpo, me ton opoÐon gÐnetai h exuphrèthsh twn pelat¸n, ac
epanel�boume ìti upojètoume pwc akoloujeÐtai o kanìnac FIFO, arqik� proerqìmena apì thn
agglik  èkfrash “First In, First Out ”, me thn opoÐan ennooÔme ìti “autìc pou fj�nei pr¸toc,
exuphreteÐtai kai pr¸toc.”

Merikèc forèc ìmwc, antÐ tou A/B/s, qrhsimopoieÐtai o analutikìteroc sumbolismìc A/B/s/K/N ,
ìpou K eÐnai h qwrhtikìthta tou sust matoc exuphrèthshc kai N to sunolikì pl joc twn pelat¸n,
pou jèloun na exuphrethjoÔn apì to sÔsthma autì. H qwrhtikìthta K (≥ s) tou sust matoc
kajorÐzei to epitrepìmeno pl joc pelat¸n, pou mporoÔn tautìqrona na perimènoun na exuphrethjoÔn
apì tic mon�dec exuphrèthshc tou sust matoc (sumperilambanomènwn twn s pelat¸n, pou exuphre-
toÔntai ton Ðdio qrìno). Autì shmaÐnei ìti, an k�poia stigm  brÐskontai sto sÔsthma K pel�tec,
tìte to sÔsthma di¸qnei (eÐnai kleistì gia) ìlouc touc �llouc pel�tec, pou èrqontai sth sunèqeia,
prin adei�sei k�poioc exuphretht c. P�ntwc, akoloujoÔme thn tupik  sÔmbash ìti, an eÐnai apìn èna
apì ta duo teleutaÐa orÐsmata ston analutikì sumbolismì twn our¸n, tìte upojètoume pwc to apìn
ìrisma paÐrnei thn tÐmh �peiro.

Epiplèon, ac parathr soume ìti sun jwc h katanom  M(λ) sto sumbolismì twn our¸n gr�fetai se
suntomÐa apl¸c san M (gia par�deigma, sun jwc gr�foume M/M/1 antÐ tou plhrèsterou sumboli-
smoÔ M(λ)/M(µ)/1).

3.5. Ourèc M/M/1

Sthn our� M/M/1, pou eÐnai suntìmeush tou M(λ)/M(µ)/1, ta qronik� diast mata metaxÔ diado-
qik¸n afÐxewn katanèmontai ekjetik� me par�metro λ kai oi qrìnoi exuphrèthshc p�li ekjetik� me
par�metro µ. Dhlad , oi pel�tec fj�noun sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson me èntash λ se èna
sÔsthma exuphrèthshc, sto opoÐo leitourgeÐ mia mìno mon�da exuphrèthshc. H diadikasÐa tou arijmoÔ
Q = {Q(t) : t ≥ 0} twn exuphretoÔmenwn pelat¸n sqhmatÐzei mia alusÐda Markov suneqoÔc qrìnou
sto q¸ro katast�sewn {0, 1, 2, . . .}, lìgw tou ìti h ekjetik  katanom  èqei thn idiìthta na stereÐtai
mn mhc. Epiplèon, h Q eÐnai mia diadikasÐa gènnhshc-jan�tou me touc parak�tw rujmoÔc:
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λn = λ , gia n = 0, 1, 2, . . . , µn =
{

µ, an n ≥ 1,
0, an n = 0.

Oi pijanìthtec pn(t) = P (Q(t) = n) ikanopoioÔn tic proc ta emprìc exis¸seic Kolmogorov:

dpn

dt
= λpn−1(t)− (λ + µ)pn(t) + µpn+1(t), gia n ≥ 1,

dp0

dt
= −λp0(t) + µp1(t),

oi opoÐec prèpei na lujoÔn mazÐ me tic arqikèc sunj kec pn(0) = δ0n, to dèlta tou Kronecker. Gia th
lÔsh twn exis¸sewn aut¸n, mporoÔme na qrhsimopoi soume to metasqhmatismì Laplace thc pn, pou
dÐnetai wc

p̂n(θ) =
∫ ∞

0
e−θtpn(t) dt.

Je¸rhma 3.29. O metasqhmatismìc Laplace thc lÔshc twn proc ta emprìc exis¸sewn Kolmogorov
eÐnai

p̂n(θ) = θ−1[1− α(θ)]α(θ)n,

ìpou

α(θ) =
(λ + µ + θ)−

√
(λ + µ + θ)2 − 4λµ

2µ
.

Parìti mporeÐ na exaqjeÐ san pìrisma tou prohgoÔmenou apotelèsmatoc, eÐnai eukolìtero na melet -
soume apeujeÐac thn asumptwtik  sumperifor� thc Q(t), kaj¸c t →∞, gia na broÔme:

Je¸rhma 3.30. 'Estw ρ = λ/µ h èntash thc kukloforÐac thc our�c M/M/1.

(i) An ρ < 1, tìte limt→∞ P (Q(t) = n) = (1− ρ)ρn = πn, gia ìla ta n ≥ 0, ìpou π = (πn : n ≥ 0)
eÐnai h monadik  st�simh katanom  thc Q.

(ii) An ρ ≥ 1, tìte den up�rqei st�simh katanom  thc Q kai limt→∞ P (Q(t) = n) = 0, gia ìla ta
n ≥ 0.

3.6. Ourèc M/M/s kai M/M/∞

Sthn our� M(λ)/M(µ)/s, oi pel�tec fj�noun p�li sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson me èntash λ se
èna sÔsthma exuphrèthshc, sto opoÐo leitourgoÔn t¸ra s mon�dec exuphrèthshc, kai exuphretoÔntai
se qrìnouc, pou katanèmontai ki autoÐ ekjetik� me par�metro µ. H diadikasÐa tou arijmoÔ Q = {Q(t) :
t ≥ 0} twn exuphretoÔmenwn pelat¸n sqhmatÐzei p�li mia alusÐda Markov suneqoÔc qrìnou sto q¸ro
katast�sewn {0, 1, 2, . . .}, h opoÐa eÐnai mia diadikasÐa gènnhshc-jan�tou me touc parak�tw rujmoÔc:

λn = λ , gia n = 0, 1, 2, . . . ,

µn = min{nµ, sµ} =
{

nµ, an 0 ≤ n ≤ s,
sµ, an n ≥ s.

'Opwc prohgoÔmena, paÐrnoume t¸ra to parak�tw apotèlesma gia thn asumptwtik  sumperifor� thc
Q(t), kaj¸c t →∞.
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Je¸rhma 3.31. 'Estw ρ = λ/(sµ) h èntash thc kukloforÐac thc our�c M/M/s.

(i) An ρ < 1, tìte h monadik  st�simh katanom  thc Q eÐnai h π = (πn : n ≥ 0), πn =
limt→∞ P (Q(t) = n), gia n ≥ 0, me:

πn =


(sρ)n

n!
π0, an n ≤ s,

(ρ)nss

s!
π0, , an n ≥ s,

ìpou

π0 =
[ s−1∑

n=0

(sρ)n

n!
+

(
(sρ)s

s!

)(
1

1− ρ

)]−1

.

(ii) An ρ ≥ 1, tìte den up�rqei st�simh katanom  thc Q kai limt→∞ P (Q(t) = n) = 0, gia ìla ta
n ≥ 0.

Apì touc prohgoÔmenouc tÔpouc, mporoÔme na ex�goume thn pijanìthta P (queueing) na mpei ènac
pel�thc sthn our� anamon c (epeid  ìlec oi mon�dec exuphrèthshc tou sust matoc eÐnai kateilhm-
mènec):

P (queueing) =
∞∑

n=s

πn =

=

(
(sρ)s

s!

)(
1

1− ρ

)
[ s−1∑

n=0

(sρ)n

n!
+

(
(sρ)s

s!

)(
1

1− ρ

)] .

H prohgoÔmenh èkfrash gia thn pijanìthta P (queueing) na mpei ènac pel�thc sthn our� anamon c
onom�zetai tÔpoc C tou Erlang kai suqn� sumbolÐzetai wc C(s, ρ), gia ρ = λ/µ.

Erqìmaste t¸ra sthn our� M(λ)/M(µ)/∞. H perÐptwsh aut  mporeÐ eÔkola na analujeÐ ìpwc
prohgoumènwc, parathr¸ntac ìti t¸ra oi rujmoÐ thc antÐstoiqhc diadikasÐac gènnhshc-jan�tou eÐnai:

λn = λ , gia n = 0, 1, 2, . . . ,
µn = nµ , gia n = 1, 2, 3, . . . .

'Opwc prohgoÔmena, paÐrnoume t¸ra to parak�tw apotèlesma gia thn asumptwtik  sumperifor� thc
Q(t), kaj¸c t →∞.

Je¸rhma 3.32. 'Estw ρ = λ/µ < ∞ h èntash thc kukloforÐac thc our�c M/M/∞. Tìte h
monadik  st�simh katanom  thc Q eÐnai h π = (πn: n ≥ 0), πn = limt→∞ P (Q(t) = n), gia n ≥ 0, me:

πn =
ρn

n!
e−ρ, gia n = 0, 1, 2, . . . .
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3.7. Ourèc M/M/s/s me Ap¸leiec

Sthn our� M(λ)/M(µ)/s/s, leitourgoÔn p�li s mon�dec exuphrèthshc all� kai h qwrhtikìthta tou
sust matoc eÐnai akrib¸c s pel�tec. Autì shmaÐnei ìti, ìtan ìlec oi s mon�dec exuphrèthshc tou
sust matoc eÐnai kateilhmmènec (dhlad , ìtan up�rqoun s pel�tec sto sÔsthma), tìte upoqrewtik�
feÔgoun (q�nontai) ìsoi tuqìn pel�tec èrjoun, prin adei�sei k�poioc exuphretht c. H perÐptwsh
aut  mporeÐ eÔkola na analujeÐ ìpwc prohgoumènwc, parathr¸ntac ìti t¸ra oi rujmoÐ thc antÐstoiqhc
diadikasÐac gènnhshc-jan�tou eÐnai:

λn =
{

λ, an 0 ≤ n < s,
0, an n ≥ s,

µn =
{

nµ, an 1 ≤ n ≤ s,
0, an n > s.

Epomènwc, t¸ra h diadikasÐa tou arijmoÔ Q = {Q(t) : t ≥ 0} twn exuphretoÔmenwn pelat¸n sqhmatÐzei
mia alusÐda Markov suneqoÔc qrìnou ston peperasmèno q¸ro katast�sewn {0, 1, . . . , s}. 'Opwc
prohgoÔmena, paÐrnoume t¸ra to parak�tw apotèlesma gia thn asumptwtik  sumperifor� thc Q(t),
kaj¸c t →∞.

Je¸rhma 3.33. 'Estw ρ = λ/µ < ∞ h èntash thc kukloforÐac thc our�c M/M/s/s. Tìte h
monadik  st�simh katanom  thc Q eÐnai h π = (πn: n ≥ 0), πn = limt→∞ P (Q(t) = n), gia n ≥ 0, me:

πn =


ρn

n!
π0, gia 0 ≤ n ≤ s,

0, gia n > s.

ìpou

π0 =
[ s∑

n=0

ρn

n!

]−1

.

Apì to parap�nw apotèlesma, mporoÔme eÔkola na upologÐsoume to kl�sma tou qrìnou, sto opoÐo
ìloi oi s exuphrethtèc tou sust matoc eÐnai kateilhmmènoi. To kl�sma autì dÐnetai apì thn pijanìthta
πs, h opoÐa eÐnai:

πs =

ρ s

s!
s∑

n=0

ρn

n!

.

Aut  h èkfrash onom�zetai tÔpoc B twn apwlei¸n tou Erlang kai suqn� sumbolÐzetai wc B(s, ρ), gia
ρ = λ/µ.

3.8. Ourèc M/G/1

Sthn our� M(λ)/G/1, oi pel�tec fj�noun sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson èntashc λ. 'Estw
Dn o qrìnoc anaq¸rhshc (apì ton exuphretht ) tou n-ostoÔ pel�th (ennoeÐtai, fusik�, afoÔ autìc
exuphrethjeÐ) kai èstw Q(Dn) o arijmìc twn pelat¸n, pou autìc af nei pÐsw tou sthn our� amèswc
met� thn anaq¸rhs  tou.

Je¸rhma 3.34. H diadikasÐa Q(D) = {Q(Dn) : n ≥ 1} eÐnai mia alusÐda Markov me pÐnaka pija-
not twn metab�sewn:
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PD =


δ0 δ1 δ2 . . .
δ0 δ1 δ2 . . .
0 δ0 δ1 . . .
0 0 δ0 . . .
...

...
...

. . .

 ,

ìpou

δj = E

(
(λS)j

j !
e−λS

)
kai S eÐnai ènac tupikìc qrìnoc exuphrèthshc.

Je¸rhma 3.35. 'Estw ρ = λE(S) h èntash thc kukloforÐac thc our�c M/G/1.

(i) An ρ < 1, tìte h alusÐda Q(D) eÐnai ergodik  kai èqei mia monadik  st�simh katanom  π me
genn tria sun�rthsh

G(s) =
∑

j

πjs
j = (1− ρ)(s− 1)

MS(λ(s− 1))
s−MS(λ(s− 1))

,

ìpou MS eÐnai h ropo-genn tria sun�rthsh enìc tupikoÔ qrìnou exuphrèthshc.

(ii) An ρ > 1, tìte h Q(D) eÐnai parodik .

(iii) An ρ = 1, tìte h Q(D) eÐnai mhdenik� epanaferìmenh.

Je¸rhma 3.36. 'Otan ρ < 1 kai h our� M/G/1 brÐsketai se isorropÐa (dhlad , èqei katanom  π),
o qrìnoc anamon c W twn pelat¸n, prin autoÐ arqÐsoun na exuphretoÔntai, èqei th ropo-genn tria
sun�rthsh

MW (s) =
(1− ρ)s

λ + s− λMS(s)
.

3.9. Ourèc G/M/1

Sthn our� G/M(µ)/1, oi pel�tec exuphretoÔntai sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson èntashc µ. 'Estw
Q(An) o arijmìc twn pelat¸n, pou brÐskontai mprost� apì ton n-ostì pel�th, th stigm  pou mìlic
autìc eisèrqetai ston exuphretht .

Je¸rhma 3.37. H diadikasÐa Q(A) = {Q(An) : n ≥ 1} eÐnai mia alusÐda Markov me pÐnaka pija-
not twn metab�sewn:

PA =


1− α0 α0 0 0 . . .

1− α0 − α1 α1 α0 0 . . .
1− α0 − α1 − α2 α2 α1 α0 . . .

...
...

...
...

. . .

 ,

ìpou

αj = E

(
(µX)j

j !
e−µX

)
kai X eÐnai èna tupikì qronikì di�sthma metaxÔ diadoqik¸n afÐxewn.
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Je¸rhma 3.38. 'Estw ρ = {µE(X)}−1 h èntash thc kukloforÐac thc our�c G/M/1.

(i) An ρ < 1, tìte h alusÐda Q(A) eÐnai ergodik  kai èqei mia monadik  st�simh katanom  π = (πj :
j ≥ 0),

πj = (1− η)ηj , gia j ≥ 0,

ìpou η eÐnai h mikrìterh jetik  rÐza thc exÐswshc η = MX(µ(η − 1)) kai MX eÐnai h ropo-
genn tria sun�rthsh thc X.

(ii) An ρ > 1, tìte h Q(A) eÐnai parodik .

(iii) An ρ = 1, tìte h Q(A) eÐnai mhdenik� epanaferìmenh.

Je¸rhma 3.39. 'Otan ρ < 1 kai h our� G/M/1 brÐsketai se isorropÐa (dhlad , èqei katanom  π),
o qrìnoc anamon c W twn pelat¸n, prin autoÐ arqÐsoun na exuphretoÔntai, èqei thn katanom 

P (W ≤ x) =
{

0, an x < 0,

1− η e−µ(1−η)x, an x ≥ 0.

3.10. Ourèc G/G/1

Oi ourèc G/G/1 apoteloÔn th genik  perÐptwsh our¸n, sthn opoÐan oÔte ta qronik� diast mata
metaxÔ twn diadoqik¸n afÐxewn oÔte oi qrìnoi exuphrèthshc den katanèmontai ekjetik�. SumbolÐ-
zontac me Wn to qrìno anamon c tou n-ostoÔ pel�th, mporeÐ na brejeÐ h parak�tw sqèsh metaxÔ
tou Wn kai tou Wn+1 sunart sei tou qrìnou exuphrèthshc Sn tou n-ostoÔ pel�th kai tou qronikoÔ
diast matoc Xn+1 metaxÔ thc �fixhc tou n-ostoÔ kai tou (n + 1)-ostoÔ pel�th.

Je¸rhma 3.40. (H exÐswsh tou Lindley.) IsqÔei ìti

Wn+1 = max{0,Wn + Sn −Xn+1}.

H exÐswsh tou Lindley sunep�getai th sÔgklish thc akoloujÐac twn sunart sewn katanom c
Fn(x) = P (Wn ≤ x) twn qrìnwn anamon c Wn, kaj¸c n →∞, sÔmfwna me to epìmeno apotèlesma.

Je¸rhma 3.41. 'Estw Fn(x) = P (Wn ≤ x) oi sunart seic katanom c twn qrìnwn anamon c Wn.
Tìte

Fn+1(x) =


0, an x < 0,∫ 0

−∞
Fn(x− y) dG(y), an x ≥ 0,

ìpou G eÐnai h sun�rthsh katanom c twn anex�rthtwn kai ìmoia katanemhmènwn tuqaÐwn metablht¸n
Un = Sn − Xn+1. Epomènwc, up�rqei to ìrio F (x) = limn→∞ Fn(x) kai ikanopoieÐ thn exÐswsh
Wiener-Hopf

F (x) =
∫ 0

−∞
F (x− y) dG(y), gia x ≥ 0.
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Je¸rhma 3.42. 'Estw ρ = E(S)/E(X) h èntash miac our�c G/G/1 kai èstw F (x) mia lÔsh thc
exÐswshc Wiener-Hopf.

(i) An ρ < 1, tìte h F (x) eÐnai mia sun�rthsh katanom c.

(ii) An eÐte ρ > 1   ρ = 1 kai var(U) > 0, tìte F (x) = 0, gia ìla ta x.

3.11. DÐktua Our¸n

EÐnai dunatìn, ìtan ènac pel�thc bgaÐnei apì mia our�, amèswc met�, na mpaÐnei se mia �llh.
M�lista, an autì suneqisjeÐ, eÐnai dunatìn o pel�thc na jel sei na xanampeÐ se mia our�, apì thn
opoÐan eÐqe  dh per�sei prohgoumènwc. 'Etsi, sqhmatÐzontai ta onomazìmena “dÐktua our¸n,” me th
bo jeia twn opoÐwn mporoÔn na melethjoÔn diadikasÐec diadoqik¸n perasm�twn se ourèc, pou eÐnai
entel¸c fusikèc se pollèc pragmatikèc katast�seic (p.q., sthn kukloforÐa pakètwn dedomènwn, pou
diakinoÔntai metaxÔ di�forwn kìmbwn enìc diktÔou upologist¸n).

Ac upojèsoume loipìn ìti up�rqei èna peperasmèno sÔnolo S apoteloÔmeno apì c stajmoÔc
exuphrèthshc, s1, s2, . . . , sc, apì touc opoÐouc pernoÔn N pel�tec. An to qrìno t h our� tou stajmoÔ
i perilamb�nei Qi(t) pel�tec, tìte oi pel�tec sto qrìno t, oi opoÐoi brÐskontai sto sunolikì dÐktuo
our¸n tou sust matoc, anaparÐstantai apì to di�nusma Q(t) = (Q1(t), Q2(t), . . . , Qc(t)). Q�rin
aplìthtac, upojètoume ìti h diadikasÐa Q eÐnai Markobian  me arijm simo sÔnolo katast�sewn
N = {n = (n1, n2, . . . , nc) : ni = 0, 1, 2, . . . , gia 1 ≤ i ≤ c}.

'Estw Q(t) = n ∈ N . SumbolÐzoume me ek = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) to di�nusma seir�c me c sunist¸-
sec, ìlec apì tic opoÐec eÐnai 0 ektìc apì thn k-ost , pou eÐnai 1. Tìte, gia ìla ta i 6= j, èqoume:

Q(t + h) =


n− ei + ej , me pijanìthta λijφi(ni)h + o(h),
n + ej , me pijanìthta νjh + o(h),
n− ei, me pijanìthta µiφi(ni)h + o(h),

ìpou λij , νj , µi eÐnai stajerèc kai φi eÐnai sunart seic tètoiec ¸ste φi(0) = 0 kai φi(n) > 0, gia
n ≥ 1. Epiplèon, ac upojèsoume ìti λii = 0, gia ìla ta i. Me �lla lìgia, oi pel�tec kinoÔntai apì
to stajmì exuphrèthshc i sto stajmì j (6= i) me rujmì λijφi(ni), oi nèec �fixeic ston j gÐnontai me
rujmì νj kai oi pel�tec feÔgoun apì ton i me rujmì µiφi(ni). ParathroÔme loipìn ìti oi anaqwr seic
apì èna stajmì exuphrèthshc gÐnontai me rujmoÔc, pou exart¸ntai apì ton arijmì twn pelat¸n sto
stajmì autì.

Ta dÐktua our¸n, pou orÐzontai me touc prohgoÔmenouc genikoÔc kanìnec, sun jwc onom�zontai dia-
dikasÐec diakin sewn   dÐktua Jackson. Epiplèon, èna tètoio dÐktuo our¸n lègetai ìti apoteleÐ mia
kleist  diadikasÐa diakin sewn, ìtan νj = µj = 0, gia ìla ta j, diìti sthn perÐptwsh aut  den mporeÐ
na gineÐ kamÐa �fixh apì   anaq¸rhsh proc ton exwterikì kìsmo. 'Otan k�poia apì ta νj   µj eÐnai
jetik�, tìte to dÐktuo our¸n lègetai ìti apoteleÐ mia anoikt  diadikasÐa diakin sewn.

Parat rhsh 3.8. Ac upojèsoume ìti se k�je stajmì i up�rqoun r exuphrethtèc kai ìti oi pel�tec
sto stajmì autì exuphretoÔntai sÔmfwna me thn ekjetik  katanom  me par�metro γi. FeÔgontac apì
to stajmì i, oi pel�tec kateujÔnontai proc to stajmì j (6= i) me pijanìthta pij   bgaÐnoun ex
olokl rou ektìc tou sunolikoÔ diktÔou twn stajm¸n me pijanìthta qi = 1−

∑
j: j 6=i pij . An upotejeÐ

h sÔnhjhc anexarthsÐa sto sÔsthma, tìte h antÐstoiqh diadikasÐa diakin sewn èqei paramètrouc φi =
min{n, r}, λij = γipij , µi = γiqi, νj = 0.
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Erqìmaste t¸ra na diereun soume th st�simh katanom  miac kleist c diadikasÐac diakin sewn. 'Etsi,
upojètoume ed¸ ìti νj = µj = 0, gia ìla ta j, kai sumbolÐzoume me N to sunolikì pl joc twn
pelat¸n, pou brÐskontai se olìklhro to dÐktuo our¸n.

Pr¸ta, ja asqolhjoÔme me thn perÐptwsh N = 1 kai, q�rin aplìthtac, ja upojèsoume ìti φi = 1,
gia k�je i. 'Otan t¸ra o monadikìc pel�thc bgeÐ apì to stajmì i, ja kateujunjeÐ ston j me rujmì
λij . Epomènwc, h jèsh tou pel�th autoÔ eÐnai mia alusÐda Markov suneqoÔc qrìnou me genn tora
H = {Hij}, pou dÐnetai wc ex c:

Hij =


λ ij , an i 6= j,

−
∑

k

λ ik, an i = j.

H alusÐda H èqei st�simh katanom  α = (αi : i ∈ S), pou ikanopoieÐ th sqèsh aH = 0, dhlad , tic
exis¸seic: ∑

j

αjλji = αi

∑
j

λij , gia i ∈ S,

exis¸seic pou ja upojètoume sth sunèqeia ìti ikanopoioÔntai apì tic sunist¸sec tou α. Epiplèon,
upojètontac ìti h alusÐda eÐnai adiaq¸risth, ja èqoume αi > 0, gia k�je i (en¸ p�nta isqÔei h
kanonikopoÐhsh

∑
i αi = 1).

SumbolÐzontac me NN ta dianÔsmata tou sunìlou N me �jroisma twn sunistws¸n touc Ðso proc N
kai jewr¸ntac ta �deia ginìmena na eÐnai Ðsa proc 1, paÐrnoume to parak�tw apotèlesma gia th st�simh
katanom  aut c thc diadikasÐac.

Je¸rhma 3.43. H st�simh katanom  miac adiaq¸risthc kleist c diadikasÐac diakin sewn N
pelat¸n eÐnai

π(n) = BN

c∏
i=1

{
αni

i∏ni
r=1 φi(r)

}
, gia n ∈ NN ,

ìpou BN eÐnai mia kat�llhlh stajer� gia thn kanonikopoÐhsh twn sunistws¸n thc π.

Sth sunèqeia, ja exet�soume th genik  perÐptwsh, sthn opoÐa oi pel�tec mporoÔn na mpaÐnoun kai
na bgaÐnoun apì to sunolikì dÐktuo our¸n. 'Opwc kai sthn prohgoÔmenh perÐptwsh thc kleist c
diadikasÐac diakin sewn, qrei�zetai na doÔme pr¸ta ti gÐnetai me mia bohjhtik  diadikasÐa, sthn o-
poÐa summetèqei mìnon ènac pel�thc. T¸ra, dÐpla stouc c stajmoÔc exuphrèthshc, prosjètoume ènan
akìmh, pou ton sumbolÐzoume me ∞, opìte paÐrnoume mia kleist  diadikasÐa diakin sewn sto sÔnolo
stajm¸n S ∪ {∞}. Sth diadikasÐa aut , o monadikìc pel�thc, met� apì to stajmì i, kateujÔnetai
sto stajmì j (6= i) me rujmì: 

λ ij , an 1 ≤ i, j ≤ c,
µi, an j = ∞,
νj , an i = ∞.

Upojètontac ìti h bohjhtik  aut  diadikasÐa eÐnai adiaq¸risth, èstw J o gennhtìrac thc kai β =
(β1, β2, . . . , βc, β∞) h monadik  st�simh katanom  thc, pou ikanopoieÐ th sqèsh βJ = 0, dhlad , tic
exis¸seic:
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β∞νi +
∑
j∈S

βjλ ji = βi

(
µi +

∑
j∈S

λ ij

)
, gia i ∈ S.

ParathroÔme ìti βi > 0, gia i ∈ S ∪ {∞}. Jètontac αi = βi/β∞, paÐrnoume èna di�nusma α = (αi :
i ∈ S) tètoio ¸ste αi > 0, gia i ∈ S, kai

νi +
∑
j∈S

αjλ ji = αi

(
µi +

∑
j∈S

λ ij

)
, gia i ∈ S.

'Estw

Di =
∞∑

n=0

αn
i

n∏
r=1

φj(r)

.

Je¸rhma 3.44. An h parap�nw bohjhtik  diadikasÐa eÐnai adiaq¸risth kai Di < ∞, gia k�je
i ∈ S, tìte h st�simh katanom  thc arqik c anoikt c diadikasÐac diakin sewn eÐnai

π(n) =
c∏

i=1

πi(ni), gia n ∈ N ,

ìpou

πi(ni) = D−1
i

αni
i

ni∏
r=1

φi(r)

.
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