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Γ. Γ. Κορίλη Κορίλη ““Αλγόριθµοι ∆ροµολόγησηςΑλγόριθµοι ∆ροµολόγησης””
http://www.seas.upenn.edu/~tcom501/Lectures/Lecture11.pdf

� ∆ροµολόγηση σε ∆ίκτυα ∆εδοµένων
� Αναπαράσταση ∆ικτύου µε Γράφο
� Μη Κατευθυνόµενοι Γράφοι
� Εκτεταµένα ∆έντρα
� Κατευθυνόµενοι Γράφοι
� Αλγόριθµοι Ελαχίστου ∆ρόµου:

� Bellman-Ford
� Dijkstra
� Floyd-Warshall

� Κατανεµηµένος Ασύγχρονος Αλγόριθµος Bellman-
Ford

http://www.seas.upenn.edu/~tcom501/Lectures/Lecture11.pdf


11-2 Εισαγωγή στη ∆ροµολόγηση
� Τι είναι δροµολόγηση;

� Η δηµιουργία πληροφοριών (για τις καταστάσεις) στο δίκτυο που θα 
επιτρέψει την αποτελεσµατική παράδοση των πακέτων στους 
επιθυµητούς προορισµούς τους

� ∆υο κύρια στοιχεία
� Απόκτηση πληροφοριών: Τοπολογία, διευθύνσεις
� Χρήση πληροφοριών: Υπολογισµός “καλών” δρόµων προς όλους 
τους προορισµούς

� Ερωτήµατα
� Πού είναι το B;
� Πώς θα φθάσουµε στο B;
� Πώς θα φθάσουµε καλύτερα στο B;
� Πώς θα κατανέµουµε καλύτερα 
όλη την κυκλοφορία
(όχι µόνο από το A στο B);
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11-3 Έννοιες Θεωρίας Γράφων
� Ένας Μη Κατευθυνόµενος Γράφος G = (N, A) 
αποτελείται από:
� Ένα πεπερασµένο µη κενό σύνολο κόµβων

N και
� Μια συλλογή “πλευρών” ή “συνδέσεων” A, 
που συνδέουν ζευγάρια (διακριτών) κόµβων 
του N.

� Αν i και j είναι κόµβοι στο N και (i, j) πλευρά στο
in A, η πλευρά αυτή λέγεται ‘προσπίπτουσα’
(incident) στα i και j

� ∆ιαδροµή: µια ακολουθία κόµβων (n1, n2, …, nk), 
όπου (n1, n2), (n2, n3), …, (nk-1, nk) είναι πλευρές

� ∆ρόµος: µια διαδροµή χωρίς 
επαναλαµβανόµενους κόµβους

� Κύκλος: µια διαδροµή (n1, n2, …, nk) µε n1=nk και 
χωρίς άλλους επαναλαµβανόµενους κόµβους

� Συνεκτικός Γράφος: για κάθε i, j ∈ N, υπάρχει 
δρόµος (n1, n2, …, nk) µε i=n1, j=nk 
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11-4 Εκτεταµένα ∆έντρα (Spanning Trees)
� Ένας γράφος G' = (N', A ), µε N' ⊆ N  και A' ⊆ A  ονοµάζεται υπο-
γράφος του G = (N, A)

� ∆έντρο: συνεκτικός γράφος που δεν περιέχει κύκλους
� Εκτεταµένο δένδρο (spanning tree) του γράφου G: υπο-γράφος του

G, που περιλαµβάνει όλους τους κόµβους του G (N' = N)

� Λήµµα: Έστω ο συνεκτικός γράφος G = (N, A) και S ένα µη κενό
γνήσιο υποσύνολο του σύνολο των κόµβων N. Τότε, υπάρχει 
τουλάχιστον µια πλευρά (i, j) τέτοια ώστε i∈S και j∉S.
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11-5 Αλγόριθµος Εκτεταµένου ∆έντρου
1. Επιλέξτε αυθαίρετα έναν κόµβο n∈N και αρχίστε µε G' = (N', A' ) 

2. Αν N' = N, ΤΕΛΟΣ: G' = (N ', A' ) είναι ένα εκτεταµένο δέντρο
ΑΛΛΙΩΣ: πάτε στο βήµα 3

3. Έστω (i, j) ∈ A µε i ∈ N' και j ∈ N - N'
� Αλλάξτε: 

� Πάτε στο βήµα 2

Απόδειξη: ∆είξτε µε επαγωγή ότι µετά την προσθήκη ενός νέου 
κόµβου i, ο G παραµένει συνεκτικός και δεν περιέχει κανένα 
κύκλο – δηλαδή, είναι δένδρο. 

{ },n′ ′= =∅N A
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11-6 Κατασκευή Εκτεταµένου ∆έντρου
� V’ = {A}; E’ = ∅
� V’ = {A,E}; E’ = {(A,E)}
� V’ = {A,E,C};                          
 E’ = {(A,E),(A,C)}
� V’ = {A,E,C,D};                       
 E’ = {(A,E),(A,C),(CD)}
� V’ = {A,E,C,D,F};                   
 E’ = {(A,E),(A,C),(CD),(CF)}
� V’ = {A,E,C,D,F,B};                      
 E’ = {(A,E),(A,C),(CD),(CF),(F,B)}
� V’ = {A,E,C,D,F,B,G};                      
 E’ = 

{(A,E),(A,C),(CD),(CF),(F,B),(E,G)}

A E

C D

F B

G



11-7 Εκτεταµένα ∆έντρα (συνέχεια)
� Πρόταση: Έστω G συνεκτικός γράφος µε N κόµβους και A 
συνδέσεις. Τότε:

1. G περιέχει ένα εκτεταµένο δέντρο
2. A ≥ N-1
3. G είναι δέντρο αν και µόνον αν A=N-1

� Απόδειξη: Ο αλγόριθµος κατασκευής του εκτεταµένου δέντρου
αρχίζει µε ένα µόνο κόµβο και σε κάθε επανάληψη αυξάνει το 
δέντρο κατά έναν κόµβο και µια πλευρά. Εποµένως, το δέντρο 
κατασκευάζεται µετά από N-1 επαναλήψεις κι έχει N-1 
συνδέσεις, δηλαδή, A ≥ N-1. 
� Αν A=N-1, το εκτεταµένο δέντρο περιέχει όλες τις πλευρές του G, 

δηλαδή, G είναι δέντρο. 
� Αν A>N-1, υπάρχει µια σύνδεση (i, j) που δεν ανήκει στο δέντρο. 

Θεωρώντας το δρόµο που συνδέει τα i και j µέσα στο εκτεταµένο 
δέντρο, ο δρόµος αυτός (i, j) σχηµατίζει κύκλο κι, έτσι, το G δεν 
είναι δέντρο.



11-8 Η Χρήση των Εκτεταµένων ∆έντρων
� Πρόβληµα: πώς να διανέµουµε τις πληροφορίες σε όλους τους κόµβους 
σ’ ένα γράφο (δίκτυο) – π.χ., πληροφορίες για διευθύνσεις και τοπολογία
Πληµµύρα: όταν κάθε κόµβος προωθεί τις πληροφορίες προς όλους τους 
γείτονές του. 
Εκτεταµένο δέντρο: οι κόµβοι προωθούν τις πληροφορίες µόνο κατά την 
κατεύθυνση των συνδέσεων που ανήκουν στο εκτεταµένο δέντρο. Πιο 
αποτελεσµατικά:
� Οι πληροφορίες φθάνουν σε κάθε κόµβο µόνο µια φορά και διασχίζουν 
κάθε σύνδεση µόνο µια φορά

� Παρατηρήστε ότι το εκτεταµένο δέντρο είναι διπλής κατεύθυνσης
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11-9

Εκτεταµένα ∆έντρα Ελάχιστου 
Βάρους
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� Το βάρος wij σε µια πλευρά χρησιµοποιείται 
για να δώσει το “κόστος” χρήσης της σύνδεσης
(i, j)

� Παραδείγµατα: καθυστέρηση, φορτίο, 
απόσταση, κλπ.

� Το βάρος (κόστος) ενός δέντρου είναι το
άθροισµα των βαρών όλων των συνδέσεών 
του (τα πακέτα διασχίζουν τις συνδέσεις µόνο 
µια φορά)

� Ορισµός: Ένα Εκτεταµένο ∆έντρο Ελάχιστου 
Βάρους ή Ελάχιστο Εκτεταµένο ∆έντρο (ΕΕ∆) 
είναι ένα εκτεταµένο δέντρο µε ελάχιστο 
άθροισµα βαρών των συνδέσεων

� Ορισµός: Ένα υπο-δέντρο ενός ΕΕ∆
ονοµάζεται τεµάχιο. Μια πλευρά που έχει έναν 
κόµβο σε κάποιο τεµάχιο και τον άλλο κόµβο
όχι σ’ αυτό το τεµάχιο ονοµάζεται εξερχόµενη 
πλευρά από το τεµάχιο.
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11-10 Ελάχιστα Εκτεταµένα ∆έντρα
� Λήµµα: ∆οθέντος ενός τεµαχίου F, έστω e=(i, j) 

µια εξερχόµενη πλευρά ελάχιστου βάρους, όπου
j∉F. Τότε το F επεκτεταµένο µε την πλευρά e και
τον κόµβο j είναι ένα τεµάχιο.

� Απόδειξη:
Έστω T το ΕΕ∆ που περιέχει το τεµάχιο F. Αν
e∈T, τελειώσαµε.
Έστω e∉T: τότε σχηµατίζεται ένας κύκλος από
την e και τις πλευρές του T
� Αφού j∉F. Υπάρχει πλευρά e’≠e που ανήκει 
στον κύκλο και το T και είναι εξερχόµενη από 
το F. 

� Έστω T’=(T-{e’}) ∪{e}. Αυτός είναι υπο-
γράφος µε N-1 πλευρές και χωρίς κύκλους, 
δηλαδή, εκτεταµένο δέντρο.

� Επειδή we≤we’, το βάρος του T’ είναι µικρότερο 
ή ίσο του βάρους του T

� Τότε T’ είναι ένα ΕΕ∆ και το F επεκτεταµένο 
από την πλευρά e και τον κόµβο j είναι 
τεµάχιο.
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11-11

Αλγόριθµοι Ελάχιστων Εκτεταµένων 
∆έντρων
� Επαγωγικοί αλγόριθµοι που βασίζονται στο 
προηγούµενο λήµµα

� Ο Αλγόριθµος του Prim:
� Ξεκινήστε µε έναν τυχαίο κόµβο ως το αρχικό τεµάχιο
� Επεκτείνετε το τεµάχιο µε τη διαδοχική πρόσθεση 
εξερχόµενων πλευρών ελάχιστου βάρους

� Ο Αλγόριθµος του Kruskal:
� Όλες οι κορυφές είναι τα αρχικά τεµάχια
� ∆ιαδοχικά συνδυάστε τα τεµάχια χρησιµοποιώντας πλευρές 
ελάχιστου βάρους που δεν δηµιουργούν κύκλους



11-12 Αλγόριθµος του Prim
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11-13 Ο Αλγόριθµος του Kruskal
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11-14 Αλγόριθµοι Ελάχιστου ∆ρόµου
� Πρόβληµα: ∆οθέντων των κόµβων A και B, βρείτε την

“καλύτερη” διαδροµή για να περάσει η κυκλοφορία από το A 
στο B

� “Καλύτερη:” ελάχιστου κόστους – όπου τυπικά το κόστος µιας 
διαδροµής ισούται προς το άθροισµα των κοστών των 
συνδέσεων της διαδροµής

� Σηµαντικό πρόβληµα για διάφορες δικτυακές εφαρµογές
� ∆ροµολόγηση της κυκλοφορίας σε δικτυακές συνδέσεις⇒
χρειάζεται να λάβουµε υπόψη την κατεύθυνση της ροής
Κατάλληλο δικτυακό µοντέλο: Κατευθυνόµενος Γράφος



11-15 Κατευθυνόµενοι Γράφοι
� Ένας Κατευθυνόµενος Γράφος (ή ∆ι-γραφος) G = (N, A) 
αποτελείται από:
� Ένα πεπερασµένο µη κενό σύνολο κόµβων N και
� Μια συλλογή “τόξων” A, δηλαδή, διατεταγµένων ζευγαριών 

(διακριτών) κόµβων του N.
� Κατευθυνόµενες διαδροµές, κατευθυνόµενοι δρόµοι και 
κατευθυνόµενοι κύκλοι ορίζονται όπως (αντίστοιχα) µε τους µη 
κατευθυνόµενους γράφους

� ∆οθέντος του κατευθυνόµενου γράφου G = (N, A), υπάρχει ένας 
αντίστοιχος µη κατευθυνόµενος γράφος G' = (N', A' ), µε N'=N και
(i, j)∈A' αν είτε (i, j)∈A ή (j, i)∈A

� Ένας κατευθυνόµενος γράφος G = (N, A) ονοµάζεται συνεκτικός
αν ο αντίστοιχος µη κατευθυνόµενος γράφος G' = (N ', A' ) είναι 
συνεκτικός

� Ένας κατευθυνόµενος γράφος G = (N, A) ονοµάζεται ισχυρά 
συνεκτικός αν, για κάθε i, j∈ N, υπάρχει ένας κατευθυνόµενος 
δρόµος (n1, n2, …, nk), µε i=n1, j=nk
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Αλγόριθµοι Ελάχιστου ∆ρόµου:
Γενική ∆ιατύπωση

� Έστω ο γράφος G = (V,E) µε N κόµβους και µε µήκη πλευρών dij για την 
πλευρά (i,j) (θεωρούµε dij = ∞ αν (i,j) ∉ E) 

� Πρόβληµα:  Βρείτε τους δρόµους ελάχιστης απόστασης από όλους τους 
κόµβους του V προς τον κόµβο 1
� Αλλιώς διατυπωµένο, βρείτε τους δρόµους ελάχιστης απόστασης από
τον κόµβο 1 προς όλους τους κόµβους του V

� Πάλι η γενική προσέγγιση θα είναι επαναληπτική:

� ∆ιαφορές για το πώς προχωρούµε στις επαναλήψεις κι έτσι υπάρχουν
� Τρεις κύριοι αλγόριθµοι

}min{ )()1(
ij

n
j

n
i dDD +=+



11-17 Ο Αλγόριθµος Bellman-Ford
� Σε κάθε επαναληπτικό βήµα αυξάνει το πλήθος των πλευρών κατά ένα
� Ορίζουµε το Di

h σαν το µήκος της ελάχιστης διαδροµής από το i στο 1 που 
περιέχει το πολύ h πλευρές
� D1

h = 0, εξ ορισµού, για κάθε h
� Αλγόριθµος Bellman-Ford:

� Ορίζουµε

� Θέτουµε αρχικά Di
0 = ∞ για κάθε i ≠ 1

a Τα Di
h είναι τα µήκη των ελάχιστων διαδροµών κατά µήκος το πολύ h 

πλευρών από το i στο 1
b Ο αλγόριθµος τερµατίζει µετά από πεπερασµένο πλήθος επαναλήψεων αν 
και µόνον αν όλοι οι κύκλοι, που δεν περιέχουν τον 1, έχουν µη αρνητικό 
µήκος. Επιπλέον, αν ο αλγόριθµος τερµατίσει, το κάνει σε Ν το πολύ 
επαναλήψεις και τερµατίζει στο µήκος του ελάχιστου δρόµου από το i στο 1.
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Απόδειξη του Αλγόριθµου Bellman-
Ford (1)

� Με επαγωγή στο πλήθος των πλευρών h
� Για h = 1, έχουµε

� Di
1 = di1, για κάθε i ≠ 1, οπότε ισχύει το ζητούµενο, για i = 1

� Υποθέτουµε ότι αυτό ισχύει για όλα τα k ≤ h. Πρέπει να δείξουµε ότι 
ισχύει και για h+1

� Αρκεί να εξετασθούν δυο περιπτώσεις
1 Η ελάχιστη (≤ h+1) διαδροµή από το i στο 1 έχει ≤ h πλευρές

� Τότε το µήκος της είναι Di
h

2 Η ελάχιστη (≤ h+1) διαδροµή από το i στο 1 έχει (h+1) πλευρές
� Αποτελείται από τη συνένωση της πλευράς (i,j) µε την ελάχιστη 
διαδροµή σε h πλευρές από το j στο 1 

� Η δεύτερη περίπτωση είναι αυτή που θα εστιασθούµε
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Απόδειξη του Αλγόριθµου Bellman-
Ford (2)

� Από τις Περιπτώσεις 1 και 2, έχουµε

� Από την επαγωγική υπόθεση και τις αρχικές συνθήκες
� Di

k ≤ Di
k-1 για όλα τα k ≤ h έτσι ώστε

� Di
h ≤ Di

1 = di1 = di1 + D1
h

� Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουµε

 Που ολοκληρώνει την απόδειξη του µέρους a
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Απόδειξη του Αλγόριθµου Bellman-
Ford (3)

� Υποθέτουµε ότι ο αλγόριθµος τερµατίζει µετά από h βήµατα
� Αυτό συνεπάγεται ότι Di

k = Di
h για όλα τα i και k ≥ h

� Άρα µε την προσθήκη περισσότερων πλευρών δεν µπορούν να µειωθούν τα 
µήκη αυτών των διαδροµών

� Εποµένως, δεν µπορούν να υπάρξουν κύκλοι αρνητικού µήκους που δεν 
περιέχουν τον κόµβο 1
� Αυτοί θα µπορούσαν να επαναλαµβάνονταν πολλές φορές για να έκαναν τα 

µήκη των διαδροµών αυθαίρετα µικρά
� Αφαιρούµε όλους αυτούς τους κύκλους

� Τότε παίρνουµε δρόµους µικρότερου ή ίσου µήκους
� Έτσι, για όλα τα i έχουµε ένα δρόµο h ή λιγότερων πλευρών προς τον 
κόµβο 1 µε µήκος Di

h

� Αφού αυτοί οι δρόµοι δεν περιέχουν κύκλους, περιλαµβάνουν το πολύ N-1 
πλευρές κι, άρα, Di

N = Di
N-1 για όλα τα i

� Ο αλγόριθµος τερµατίζεται σε N το πολύ βήµατα, που αποδεικνύει το 
µέρος b
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Πολυπλοκότητα Αλγόριθµου 
Bellman-Ford 

� Πλήθος υπολογισµών στη χειρότερη περίπτωση για την 
εύρεση των ελάχιστων διαδροµών
� Ο αλγόριθµος επαναλαµβάνεται το πολύ N φορές
� Κάθε επανάληψη γίνεται για N-1 κόµβους (όλα τα i ≠ 1)
� Το βήµα της ελαχιστοποίησης απαιτεί την εξέταση το πολύ N-1 
ενδεχοµένων

⇒ Η υπολογιστική πολυπλοκότητα είναι O(N3)
� Πιο λεπτοµερής υπολογισµός δίνει υπολογιστική πολυπλοκότητα 
τάξεως O(hM)



11-22 Κατασκευή Ελάχιστων ∆ρόµων
� Ο αλγόριθµος B-F algorithm δίνει τα µήκη των ελάχιστων δρόµων
αλλά µας ενδιαφέρει να βρούµε και ποιες είναι οι διαδροµές αυτές

� Ξεκινάµε από την εξίσωση B-F 

� Για κάθε κόµβο i ≠ 1, διαλέγουµε την πλευρά (i,j) που ελαχιστοποιεί 
την εξίσωση B-F 
� Αυτό παράγει έναν υπο-γράφο µε N-1 πλευρές (ένα δέντρο)
� Για κάθε κόµβο I, ακολουθούµε τις πλευρές από τον i κατά µήκος αυτού 
του υπο-γράφου µέχρι να φθάσουµε στον 1

� Παρατήρηση: Για γράφους χωρίς κύκλους µηδενικού ή αρνητικού 
µήκους, η εξίσωση B-F ορίζει ένα σύστηµα N-1 εξισώσεων που 
έχουν µια µοναδική λύση

[ ] 0   and   ,1  ,min 1 =≠∀+=
∈

DidDD ijjGji
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Παράδειγµα Κατασκευής Ελάχιστου 
∆ρόµου µε τον Αλγόριθµο B-F

� DA = 3 + DE

� DE = 4 + DG

� DG = 3 + DB = 3 
� DD = 2 + DG

� DC = 1 + DD

� DF = 6 + DB = 6

� AB =  A-E-G-B
 B

 A

 C  D

 E

 F

 G

 3

 4

 2
 7

 3
 6

 4
 1

 4
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� ∆ιαφορετικά κριτήρια στις επαναλήψεις
� Ο αλγόριθµος προχωρά αυξάνοντας το µήκος δρόµου αντί του πλήθους 
πλευρών
� Ξεκινάµε µε τον “πλησιέστερο” κόµβο στον προορισµό, τον 
χρησιµοποιούµε για να βρούµε τον΄επόµενο πλησιέστερο κόµβο κοκ.

� Για τη σύγκλιση απαιτείται να έχουµε µη αρνητικά βάρη πλευρών
� ∆ιακρίνονται δυο κατηγορίες κόµβων

� L: Αποδεκτοί κόµβοι (στον ελάχιστο δρόµο)
� C: Υποψήφιοι κόµβοι (εκτός ελάχιστου δρόµου ως τότε)
� Σε κάθε επανάληψη ένας κόµβος µετακινείται από το C στο L



11-25 Ο Αλγόριθµος του Dijkstra (2)
� Έναρξη

� L = {1} and C = G - L (ο κόµβος 1 είναι ο προορισµός)
� D1 = 0 και Dj = dj1 για j ≠ 1

� Επαναληπτικά βήµατα
1 Βρείτε τον επόµενο πλησιέστερο κόµβο εκτός L, δηλαδή,

� Βρείτε τον κόµβο i∉L τέτοιον ώστε

� Τροποποιείστε τα C και L: L = L ∪ {i}  καιC = C - {i}
2 Τροποποιείστε τα µήκη δρόµων των κόµβων που παραµένουν 
στο C

� Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν L = G

jLji DD
∉

= min

CjdDDD jiijj ∈∀+=   ],,min[:
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� Στην αρχή κάθε βήµατος 1, έχουµε

a Di ≤ Dj για όλα τα i∈L και j∉L 
bΓια κάθε κόµβο j, Dj είναι η ελάχιστη απόσταση του j από το 1 
για οποιοδήποτε δρόµο χρησιµοποιώντας κόµβους (πιθανόν 
εκτός του j) µόνον από το L

� Απόδειξη της συνθήκης (a)

� Η (a) ικανοποιείται αρχικά
� Έχουµε dji≥0 και Di = minj∉LDj έτσι ώστε η συνθήκη (a) να 
διατηρείται από την τροποποιηµένη εξίσωση

CjdDDD jiijj ∈∀+=   ],,min[:

Μη αρνητικά βάρη πλευρών
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� Μένει να αποδείξουµε τη συνθήκη (b), που θα το 
κάνουµε µε επαγωγή
� Η (b) ικανοποιείται αρχικά
� Επαγωγική υπόθεση (H)

� Η συνθήκη (b) ισχύσει στην αρχή κάποιου βήµατος 1, όπου
i είναι ο κόµβος που προστίθεται στο L σ’ αυτό το βήµα

� Από την (H), η συνθήκη (b) ισχύει για κάθε κόµβο i καθώς και
∀ j∈L λόγω της (a)

� Θεωρήστε στη συνέχεια έναν κόµβο j∉L∪{i}
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� Έστω D’j το µήκος του ελάχιστου δρόµου από j∉L∪{i} στο 1 µε όλους 
τους κόµβους του εκτός του j στο L∪{i}
� Ο δρόµος αυτός αποτελείται από µια πλευρά (j,k), k∈L∪{i}, συνενωµένη µε 
τον ελάχιστο δρόµο από k σε 1 µε κόµβους στο L∪{i}
� Από την (H), Dk είναι το µήκος αυτού του ελάχιστου δρόµου από k στο 1

� Έχουµε

� Κι από την (H) έχουµε επίσης

� Συνδυάζοντας τα δυο αυτά παίρνουµε

� Κάτι που ολοκληρώνει την απόδειξη της επαγωγής









++=+=
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα 
Αλγόριθµου Dijkstra

� Όπως µε τον αλγόριθµο Bellman-Ford, έχουµε µέχρι
N επαναλήψεις, όπου N = |G|

� Η κύρια εξοικονόµηση είναι ότι σε κάθε επανάληψη
θεωρούµε κάθε κόµβο µόνο µια φορά
� Στα βήµατα 1 και 2 κοιτάµε πρώτα τους κόµβους στο L (βήµα

1) και µετά στο C= G-L (βήµα 2)
� Το κόστος των πράξεων σε κάθε βήµα είναι το ίδιο (µια 

µονάδα κόστους)
� Το πολύ N επαναλήψεις και N πράξεις µιας µονάδας 
κόστους ανά επανάληψη
� Το συνολικό κόστος είναι τάξης O(N2) (αλλά µπορεί να 
βελτιωθεί)
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� Σκοπεύει στον υπολογισµό των ελάχιστων δρόµων
µεταξύ όλων των ζευγαριών των κόµβων
� Ο αλγόριθµος αυτός επιτρέπει θετικά κι αρνητικά βάρη 
πλευρών αλλά απαιτεί να µην υπάρχουν κύκλοι µε αρνητικό 
µήκος

� Οι επαναλήψεις γίνονται ως προς το σύνολο των 
κόµβων που αφήνονται να είναι ενδιάµεσοι κόµβοι σ’ 
ένα δρόµο
� Η αρχική συνθήκη είναι όπως για Bellman-Ford και

Dijkstra,δηλαδή, δρόµοι µιας πλευράς για όλους τους κόµβους
� Η επόµενη επανάληψη αφήνει µόνο τον κόµβο 1 να γίνει 
ενδιάµεσος κόµβος

� Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν όλοι οι κόµβοι έχουν 
χρησιµοποιηθεί ως ενδιάµεσοι κόµβοι
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� Αρχικές συνθήκες

� Έστω το µήκος του ελάχιστου δρόµου µεταξύ 
των κόµβων i και j, όταν οι ενδιάµεσοι κόµβοι στο 
δρόµο περιορίζονται στους κόµβους 1,2,...,n

� Το επαναληπτικό βήµα ορίζεται ως

� Ελέγξτε αν η απόσταση µεταξύ των κόµβων i και j βελτιώνεται
χρησιµοποιώντας τον κόµβο (n+1) ως ενδιάµεσο κόµβο

0 ,   ,   και  ij ijD d i j i j= ∀ ≠
n
ijD

jiDDDD n
jn

n
ni

n
ij

n
ij ≠∀+= ++
+   ],,min[ )1()1(

1
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� Πάλι επαγωγικά
� Για n=0 οι αρχικές συνθήκες προφανώς δίνουν τους 
ελάχιστους δρόµους χωρίς ενδιάµεσους κόµβους

� Η Επαγωγική Υπόθεση (H)

� Για δοθέν n, το δίνει το µήκος του ελάχιστου δρόµου από i σε j
µε ενδιάµεσους µόνο τους κόµβους 1 ως n

� Ο ελάχιστος δρόµος από i σε j µε ενδιάµεσους µόνο τους 
κόµβους 1 ως (n+1) είτε περιλαµβάνει τον κόµβο (n+1) ή δεν 
τον περιέχει
� Αν ναι, το µήκος του δρόµου είναι ο 2ος όρος του επαναληπτικού 
βήµατος

� Αν όχι, το µήκος του δρόµου είναι ο 1ος όρος του επαναληπτικού 
βήµατος

n
ijD
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Πολυπλοκότητα Αλγόριθµου Floyd-
Warshall

� N επαναληπτικά βήµατα
� Ένα για κάθε δυνατό σύνολο ενδιάµεσων κόµβων

� Οι υπολογισµοί σε κάθε επαναληπτικό βήµα
περιλαµβάνουν συγκρίσεις για κάθε ζευγάρι κόµβων
� Υπάρχουν N(N-1) ζευγάρια κόµβων

� Το συνολικό κόστος είναι της τάξης O(N3)
� Ισοδύναµο µε N εφαρµογές του αλγόριθµου Dijkstra

� Κάθε εφαρµογή του Dijkstra δίνει ελάχιστους δρόµους από 
όλους τους κόµβους προς έναν προορισµό
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Ελάχιστοι ∆ρόµοι ∆οθέντων 
Προελεύσεων
� Η διαφορά είναι τώρα ότι ενδιαφερόµαστε να βρούµε 
δρόµους που ξεκινούν από δοθέντα κόµβο 
προέλευσης προς όλους τους άλλους κόµβους αντί 
από όλους τους κόµβους προέλευσης προς δοθέντα
κόµβο προορισµού

� Η βασική προσέγγιση παραµένει η ίδια
� ∆ευτερεύουσες διαφορές στους ορισµούς των αρχικών 
συνθηκών και των επαναληπτικών βηµάτων

� Θα εξετάσουµε και τον αλγόριθµο Bellman-Ford και τον 
αλγόριθµο Dijkstra µε αυτή την εστίαση στον κόµβο 
προέλευσης
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Αλγόριθµος Bellman-Ford µε 
∆οθείσα Προέλευση

� Η προέλευση είναι ο κόµβος A
� Έναρξη

� DA
h = 0, ∀h

� Di
0 = ∞ για i ≠ A

� Ορίζουµε

 Την απόσταση από τον A προς 
τον i µέσω το πολύ h+1 πλευρών

� Όπως πριν, οι επαναλήψεις 
τερµατίζουν όταν επιτυγχάνεται 
σύγκλιση 

A  },{min1 ≠∀+=+ idDD ji
h
jj

h
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 3
 1
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 1

 4

D1
E = 3, D1

C = 3
D2

E = 3, D2
C = 3, D2

D = 4, D2
G

= 7, D2
F = 7

D3
E = 3, D3

C = 3, D3
D = 4, D3

G
= 5, D3

F = 7, D3
B = 5

D4
E = 3, D4

C = 3, D4
D = 4, D4

G
= 5, D4

F = 6, D4
B = 5

 G

 E

 F

 C
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Αλγόριθµος Dijkstra µε ∆οθείσα 
Προέλευση

� Έναρξη
� L = {A} και C = G - L (ο κόµβος A είναι 
η προέλευση)

� DA = 0 και Di = dAj για j ≠ A
� Επαναληπτικά βήµατα

1 Βρείτε τον επόµενο πλησιέστερο
κόµβο στο C 
� Βρείτε τον κόµβο i∉L τέτοιο ώστε

 

� Τροποποιήστε το C και L: L = L ∪
{i}  και C = C - {i}

2 Τροποποιήστε τα µήκη των δρόµων 
που αποµένουν στο C

jLji DD
∉

= min

CjdDDD ijijj ∈∀+=   ],,min[:

{A}; DE=3,DC=3
{A,E}; DE=3; DC=3,DG=7
{A,E,C}; DE=3,DC=3; 
DD=4,DG=7,DF=7
{A,E,C,D}; DE=3,DC=3,DD=4; 
DG=5,DF=7,DB=5
{A,E,C,D,B}; DE=3,DC=3,DD=4, 
DB=5; DG=5,DF=6
{A,E,C,D,B,G}; DE=3,DC=3, 
DD=4,DB=5,DG=5; DF=6
{A,E,C,D,B,G,F}; DE=3,DC=3, 
DD=4,DB=5,DG=5,DF=6
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� Για την προσθετική συνάρτηση απόστασης έχουµε 
υποθέσει:
� Αν ο δρόµος p=i1,i2,...,ih, µε i=i1 and j= ih είναι ένας ελάχιστος 
δρόµος από i σε j, τότε για κάθε k, 0≤k≤h-1, ο υπο-δρόµος
s=i1,i2,...,ik είναι ένας ελάχιστος δρόµος από i σε ik
� Αν αυτό δεν ίσχυε, θα µπορούσαµε να βελτιώναµε τον ελάχιστο 
δρόµο µεταξύ i και j διαλέγοντας τον ελάχιστο δυνατό δρόµο που 
υπάρχει µεταξύ i και ik

� Έστω D διάνυσµα των αποστάσεων από τον κόµβο I. Τότε, ένας 
κατευθυνόµενος δρόµος p από i σε j είναι ελάχιστος δρόµος αν και 
µόνον αν Dk = Dl + dkl για όλες τις πλευρές (k,l)∈p

⇒ Μπορούµε να κατασκευάσουµε ένα δέντρο ελάχιστου 
δρόµου από τον κόµβο i προς όλους τους άλλους κόµβους
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∆έντρο Ελάχιστου ∆ρόµου και
Ελάχιστο Εκτεταµένο ∆έντρο

� Τα δυο δέντρα ∆ΕΝ είναι τα ίδια

Ελάχιστο Εκτεταµένο ∆έντρο ∆έντρο Ελάχιστου ∆ρόµου
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Συνολικό Βάρος:  10
DAF = 6

Συνολικό Βάρος:  11
DAF = 5
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